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粗差检定的两种途径
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刘根友　郝晓光　柳林涛
(中国科学院测量与地球物理研究所 ,武汉 　430077)

摘　要 　给出了解决粗差问题的两种计算方案 : ①将粗差作为待估参数 ,采用拟稳平差思路解秩亏问题 ,直接获

得粗差 ; ②选取部分观测值作为准观测值 ,采用部分最小二乘法获得待估参数 ,将非准观测值的残差作为粗差。结

果表明 ,两种方案与“拟准检定法”具有相同的效果 ,具有粗差的观测值在平差时不起作用。
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TWO APPROACHES TO GROSS ERROR DETECTION

Liu Genyou , Hao Xiaoguang and Liu Lintao

( I nst i t ute of Geodesy and Geop hysics , CA S , W uhan 　430077)

Abstract 　Two approaches to gross error detection are p ropo sed in t his paper . The first approach is

t hat t he gross errors ( G) are t reated as parameters to be estimated , and t he idea of“Quasi2Stable adjust2
ment”( GT

r Gr = min) for solving rank deficient p roblem is adopted. The second approach is t hat part obser2
vations are selected as accurate observations , t he p rinciple of partial least2square estimation (VT

r Vr = min)

is used , and t han the residuals of t he ot her observations are t reated as gross errors. The result s by these

two approaches are t he same as by QUAD (Quasi Accurate Detection) , and t he observations with gross er2
ror no longer affect s the adjust ment .

Key words : adjust ment factor , gross error , quasi2accurate observation , part least2square estimation ,

QUAD (Quasi Accurate Detection)

1 　引言

粗差是指观测值中离群较大的误差 (一般被定

义为大于观测中误差的 3 倍) ,它不同于偶然误差 ,

一般只是少数 ,在进行参数估计时 ,应首先将粗差剔

除[1 ] 。为了避免粗差的发生 ,实际观测中都制定了

相应的测量规范。如角度测量的盘左盘右读数校

验 ,三角网的闭合差检查 ,水准测量的双面读数校核

及环闭合差检查等。在一些自动化程度较高的测量

过程中 ,粗差很难及时发现 ,因此粗差诊断仍然是一

项非常重要的工作。欧吉坤于 1999 年提出了以真

误差为研究对象的粗差拟准检定法[1 ] ,得到了广泛

的应用[ 2～6 ] 。但是拟准检定法的第一步还是对所有

观测值作经典最小二乘平差处理。文献 [ 2 ,3 ]利用

拟准检定法处理 GPS 周跳时 ,认为模糊度不变 ,实

质上这与常规的周跳处理并无大的区别 ,即对观测
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值 (非差、单差、双差、双差与理论双差观测值之差)

采用包括直线在内的多项式拟合来判定周跳。在

GPS 测量中 ,如果同时考虑坐标和模糊度为未知

数 ,按最小二乘估计 ,则残差分布不一定出现分群特

性。本文沿用文献[ 1 ]的拟准观测概念 ,给出了粗差

探测的两种处理途径 :第一种方法是认为所有观测

值都含有粗差 G,并作为未知数 ,采用拟稳平差的原

理 ( GT
r Gr = min)处理秩亏问题 , r 对应的观测值称为

拟准观测值 (不含粗差) ,可直接解算出包括粗差 G

和其它参数在内的所有未知参数 ;第二种方法是对

r 个被认为是准观测值的观测方程采用部分最小二

乘原理 (VT
r Vr = min) ,再由平差值 X 计算其它观测

方程的残差 ,并作为粗差。这两种处理方法在数值

上都获得了拟准检定法同样的结果 ,其核心是部分

最小二乘法 ,关键是如何选择 (拟) 准观测值。

2 　最小二乘法与平差因子

设高斯2马尔柯夫模型为

Δ
n ×1

= A
n ×m

�X
m ×1

- L
n ×1

,Δ∈N (0 ,σ2 Q) (1)

观测方程为 (以下简称为问题 (2) )

V = A X - L 或 L = AX +ε, P = Q - 1 (2)

L 为 n 维观测向量 ,Δ为观测值的真误差 ,V 为观测

值的改正数 (残差、余差) ,ε为观测噪声 , A 为设计

矩阵 , X 为 m 维未知参数向量 (待估量) , �X 为 X 的

真值 , P 为观测值的权阵。根据加权最小二乘原理

(V T PV = min)有 :

AT PV = O (3a)

X = ( AT PA) - 1 AT PL (3b)

O为零矩阵 (下文相同) ,将式 (3b)代入式 (2) 可以获

得观测值的改正数 (残差) :

V = A( AT PA) - 1 AT PL - L

= [ A( AT PA) - 1 AT P - I ]L (4)

式中 , I 为单位阵 ,引入平差因子的定义[ 7 ] :

J = A( AT PA) - 1 AT P ,

R = I - J = I - A( AT PA) - 1 AT P (5)

则 :

V = - RL (6)

因此 ,平差因子 J 、R具有最小二乘原理的数学

意义 ,一旦使用 J 、R 则表明已经对问题 (2) 采用了

最小二乘准则 (V T PV = min) ,由平差因子和观测值

可以直接计算改正数 V。

如果对方程 ( 1) 实施最小二乘准则 (ΔT PΔ=

min) ,同样有 :

Δ= - RL (7)

此时Δ不再具有真误差的性质。由于都使用了最

小二乘原理 ,此时的 V 和Δ尽管符号不同 ,但都只

能代表误差的估值。

根据平差因子的定义 ,平差因子 R 为 n ×n 阶

方阵 ,不难推导平差因子的特性[8 ] :

J A = A 　RA = O 　J R = O (8)

J J = J 　RR = R (9)

当 A 为非奇异方阵时 , J = I , R = O ,即此时没有多

余观测 ,残差为零。

对 (6) 、(7) 两式同时左乘 R分别得到 :

RV = - RL (10)

RΔ= - RL (11)

由于 R的引用 ,平差问题的表达更为简洁 ,但

当观测数据太多时 , R的维数相当大 ,使得平差因子

的应用受到一定的限制。在大量观测数据处理时 ,

一般仅储存观测方程 ( n ×m 维) 或法方程 ( m ×m

维) 。

3 　全部粗差作为待估参数 (方案一)

假设每一观测值都含有粗差。这种假设的合理

性在于 ,当观测值没有粗差时 ,其值就为零。设观测

值的粗差为 G,如果把粗差也作为待估参数 ,则包含

粗差和偶然误差在内的观测方程可写为 (只考虑等

权情况)

V1 = AX - G - L (12)

其中 G = ( g1 , g2 , ⋯, gn ) T 。上式为秩亏方程 ,秩亏

数为 m ,由最小二乘原理 (VT
1 V1 = min)有 :

5 (V T
1 V1 )

5 X
= 2V T

1 A = O 或

　AT A X - AT G - AT L = O

5 (V T
1 V1 )

5 G
= 2V T

1 ( - E) = O 或

　G = A X - L

(13)

若 ( AT A) 可逆 ,则有 :

X = ( AT A) - 1 AT ( G + L) (14)

RG = - RL (15)

比较式 (10) 、(11) 和 (15) ,3 个方程形式上都相

同 ,由于存在显式 (6) 和 (7) ,式 (10) 、(11) 没有存在

的必要 ,只有当形如式 (12) 的观测方程存在时 ,在最

小二乘意义下 ,式 (15) 才具有实际意义。从式 (13)

的第二式可以看出 , G与问题 (2) 中的 V 相同。

由于 R秩亏 ,不能直接解算粗差 G,必须施加其

它约束条件。可以根据拟稳平差的思想附加条件约

束 ,拟准检定法是对真误差采取约束来定位粗差 ,本

文对粗差 (待估参数) 进行约束。我们还可以把那些

不含粗差的正常观测值所对应的粗差未知数约束为

零 (称为强约束) 。约束方程的个数必须大于等于

m。不失一般性 ,观测方程 (12) 具有条件约束时 ,可
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以表示为

V = AX - G - L = ( A 　- E)
X

G
- L

( C1 　C2 )
X

G
= O

(16)

按附加条件最小二乘解有 :

AT A X - AT G + CT
1 K= AT L (17a)

- A X + G + CT
2 K= - L (17b)

C1 X + C2 G = O (17c)

若 K= O 时 (条件方程的系数阵必须是 m 行满秩 ,且

( C1 　C2 ) ( A 　- E) T = O ,不难推导出 :

X = ( AT A) - 1 AT ( G + L) (18)

G = A X - L 或 RG = - RL 或 V = O (19)

若 C1 = O 且 K = O 时 ,还存在

G = - ( R + CT
2 C2 ) - 1 RL (20)

分 5 种特殊约束条件加以讨论 :

1) 当 C = C1
m ×m

　C2
m ×n

= E
m ×m

　A T

m ×n
时 ,即 X +

AT G = O ,有 :

( E　AT ) (A 　- E) T = EAT - AT E = O (21)

由秩亏自由网平差的性质知 ,此时 C为最小范数解

的条件系数阵 ,且 K= O ,即 :

X

G

T X

G
= XT X + GT G = min (22)

2)当 C = O
m ×m

　AT

m ×n
时 ,即 AT G = O ,此时 , C 中

部分列的所有元素为零 ,且秩仍然是 m ,则对应部分

最小范数解 (拟稳平差) :

GT G = min (23)

此时 , C2 = AT ,且 K= O ,由式 (18) 、(19) 得 :

X = ( AT A) - 1 AT L

G = - RL
(24)

X与问题 (2) 的最小二乘解相同 , G等于问题 (2) 的

最小二乘残差。

3) 当 C = O
m ×m

　 O
m ×( n - r)

　AT
r

m ×r
,且 r > m 时 ,即

AT
r Gr = 0 , r 称为拟准观测数 ,对应的观测值称为拟

准观测值 ,此时部分最小范数条件为 :

GT
r Gr = min (25)

4)当 C = O
n ×m

　 E
n ×n

时 ,即 G = O ,此时 K≠O ,为

强约束条件 ,即所有观测值都不存在粗差。

X = ( AT A) - 1 AT L

G = O

V = - RL

K= A X - L = - RL = V

(26)

与问题 (2) 的最小二乘解相同。

5) 当 C = O
r ×m

　 O
r ×( n - r)

　E
r ×r

,且 m ≤r < n 时 ,即

Gr = O ,此时 Kr ≠O ,为部分强约束条件 ,即对应的

观测值不存在粗差 ,相应的观测值为准观测值。

结合文献[1 ]的思路 ,第一步认为所有粗差满足

GT G = min ,即所有观测值都是拟准观测值 ,此时的

粗差 G等于最小二乘解的 V (第 2) 种情形) 。第二

步选择粗差较小的分群作为拟准观测值 ,按 GT
r Gr =

min 解问题 (12) (第 3) 种情形) ,直到拟准观测值和

其它观测值的粗差 ( gi ) 具有明显的分群特性。这种

处理粗差的途径称为方案一。由于所有残差 V 都

为零 ,可采用以下公式计算验后单位权中误差 :

σr =
GT

r Gr

r - m
(27)

4 　部分最小二乘解 (方案二)

部分最小二乘法解问题 (2) 的基本条件是 :

V T
r V r = min 或 AT

r V r = O (28)

即只对 r 个观测值进行最小二乘平差 ,与方案一中

GT
r Gr = min 对应的拟准观测不同 , r 对应的观测值

称为准观测值。其余观测值的改正数利用部分最小

二乘解 Xr 反算 ,验后单位权中误差采用以下公式

计算 :

σr =
V T

r V r

r - m
(29)

方案二的具体实施步骤如下 :

1) 将所有观测值作为准观测值 ,即经典最小二

乘平差 ,获得残差 V。

2) 计算指标

σs =α
∑ v i

n
(30)

系数α一般取为 0 . 8。将观测值分为两类 :准观测

值和非准观测值 ,只有非准观测值中含有粗差。选

取 vi 小于σs 的观测值作为准观测值 ,准观测数 r 应

大于必要观测数 m ,若 r < m ,可适当放大系数α。

在准观测值的基础上进行部分最小二乘平差获得新

的 Xr ,并根据 Xr 计算非准观测值的改正数 V2
(1) 。

3) 根据式 (29) 计算中误差σr ,如果 V2
(1) 中还存

在小于 3 倍σr 的残差 ,将对应的观测值纳入准观测

值类 , 重新平差 , 并计算其余非准观测值的残差

V2
(2)

,直到 V2
( k) 只含有大于 3 倍σr 的粗差为止。

事实上 ,方案一和方案二两种处理结果是等价

的。因为在方案一中 ,从 (19) 式可以看出 ,V = O ,而

G与方案二中 V 的特性相同 ,只需要将 G当作 V 即

可。尽管如此 ,方案一的 GT
r Gr = min 和方案二中的

V T
r V r = min 却具有不同的平差意义 ,前者的思想为

拟稳平差 ,后者的思想为部分最小二乘法。在编制

程序时 ,如果观测值数量较少 ,可以采用方案一 ,此

时不需要重新形成法方程 ,但仍然需要储存观测方
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程的系数 ,根据所选取的拟准观测值改变条件方程

的系数阵 ,则可以同时解算粗差 G 和待估参数 X。

当观测值数量较多时 ,宜采用方案二 ,此时需要储存

观测方程 ,而且需要选择准观测值重新生成法方程 ,

获得待估参数 X后 ,再代入非准观测方程计算残差

(粗差) 。

5 　算例

利用文献[ 1 ]的例 2 进行计算 ,该算例为具有

18 个角度观测值的二维测角网 ,有两个待定点。由

于两种方案的等价性 ,在本算例中我们采用方案一 ,

当粗差作为未知数时 ,未知数的总数为 4 + 18 = 22 ,

条件方程个数为 4 ,待定参数 K的维数为 4 ,建立形

如 (17) 式的法方程。以 3 倍中误差作为粗差标准。

首先设 C = C1 　C2 = O
4 ×4

　A T

4 ×18
,引进辅助向量

qi ( i = 1 ,2 , ⋯,18) ,当 qi = 0 时 , C2 中对应的第 i 列

元素全为零 ; qi = 1 时 C2 中对应的第 i 列元素保持

不变 ,此时表明第 i 个观测值为准观测值 ,计算结果

见表 1。具体步骤如下 :

1) 令 qi = 1 ( i = 1 , 2 , ⋯, 18) ,即所有观测值都

为拟准观测值 ,计算结果与经典最小二乘平差一致 ,

此时 G = V。

2) 计算指标σs = 0 . 8
∑ gi

n
= 2 . 02 ,取 gi 小于

σs 的观测值为拟准观测值 ,有 qi = 1 ( i = 2 , 3 , 4 , 6 ,

7 ,9 ,13 ,14 ,18) 。

3) 利用拟准观测值作部分约束 ,此时将矩阵 C2

中 qi = 0 ( i = 1 ,5 ,8 , 10 , 11 , 12 , 15 , 16 , 17) 所对应的

列元素全定义为零 ,重新解法方程 (17) ,获中误差σr

= 1 . 10。取残差小于 3σr 的观测值为拟准观测值 ,

此时含粗差的观测值有 qi = 0 ( i = 1 ,5 ,8 ,15 ,16) 。

4) 令矩阵 C2 中 qi = 0 ( i = 1 , 5 , 8 , 15 , 16) 所对

应的列元素全为零 ,重新解法方程 (17) ,获中误差σr

= 0 . 94 ,此时 , 非准观测值的残差均大于 3σr ,即为

检测出的粗差。

计算结果与文献 [1 ]的结果相同。由于拟准标

识向量 qi 的引入 ,在编制程序时不需要如文献 [2～

6 ]对观测方程进行重新排序 ,计算思路更为清晰 ,编

制程序更简化。

值得注意的是 ,无论采用哪种粗差检定方法获

得的粗差 ,其大小对平差值没有任何贡献 ,实质上是

删除了具有粗差的观测值 ,因此 ,诊断粗差的位置才

是数据处理的关键。只有当粗差具有整数特性时

(如 GPS 载波相位测量的周跳) ,确定粗差的大小才

具有实质上的意义。

表 1 　粗差检测实施步骤

Tab. 1 　Steps of gross error detection

观测号 观测值 含粗差
普通最小二乘解 部分最小二乘解 (1) 部分最小二乘解 (2)

标识符 残差/ 粗差 标识符 残差/ 粗差 标识符 残差/ 粗差

1 - 6. 8 7. 0 1 6. 30 8. 00 8 . 22

2 0. 6 1 1. 92 1 1. 75 1 1 . 67

3 - 3. 1 1 1. 08 1 - 0. 46 1 - 0 . 59

4 0. 9 1 - 0. 11 1 - 0. 13 1 0 . 18

5 7. 5 - 7. 0 1 - 4. 87 - 5. 62 - 6 . 11

6 - 2. 6 1 - 0. 83 1 - 0. 05 1 0 . 13

7 3. 1 1 1. 58 1 0. 41 1 - 0 . 07

8 - 14. 1 5. 6 1 5. 99 7. 94 8 . 60

9 1. 9 1 1. 53 1 0. 75 1 0 . 57

10 1. 2 1 3. 31 0. 74 1 - 0 . 02

11 - 2. 9 1 - 2. 25 - 1. 33 1 - 0 . 76

12 3. 3 1 - 2. 66 - 1. 01 1 - 0 . 81

13 4. 0 1 - 1. 19 1 - 0. 55 1 - 0 . 75

14 8. 5 1 - 0. 97 1 - 1. 23 1 - 1 . 47

15 - 6. 4 - 6. 8 1 - 3. 97 - 4. 34 - 3 . 90

16 2. 8 6. 8 1 2. 89 4. 43 4 . 47

17 - 10. 7 1 2. 99 - 0. 09 1 - 0 . 26

18 3. 1 1 - 1. 08 1 0. 46 1 0 . 59

r = 18 ,σs = 2. 02 r = 9 ,σr = 1 . 10 r = 13 ,σr = 0. 94
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6 　结论

本文给出粗差检定的两种计算方案与 QUAD

具有相同的效果。方案一中的 G 与方案二中的 V

在数值上是相同的 ,前者的理论基础为拟稳平差 ,后

者的理论基础为部分最小二乘法。待估参数的估值

仅与 (拟) 准观测值有关 ,等价于删除了含粗差的观

测值 ,粗差的值仅仅是根据 (拟) 准观测方程的参数

平差值计算的。要估计粗差 ,在平差问题中必须有

多余观测值 ,且 (拟) 准观测数必须大于或等于必要

观测数。由于标识向量 qi 的引入 ,本文的计算方法

更加简单清晰。
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