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摘　要　提出了“似水准椭球”概念 ,给出了“似水准椭球”的“匀质分层”、“整体纬向”和“内匀外纬”3种模式的密

度分布方式。针对“似水准椭球”密度分布的合理性和稳定性问题 ,初步提出了求解“似水准椭球”的拉格朗日函数

和哈密顿积分的设想。
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Abstract　This paper p resent s t he conception of“quasi level ellip soid”. The three density dist ribution

forms including density layered , total latit udinal and two2layer where out side density is dist ributed along

latit ude are discussed. In t he light of t he rationality and stability p roblem of density dist ribution of“quasi

level ellip soid”, we primarily p ut forward t he idea to solve“quasi level ellip soid”using Lagrange f unction

and Hamilton integration.
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1　前言

研究地球的形状和密度 ,是地球重力学的两项

基本任务。在地球重力学中 ,关于地球形状的理论

与方法已得到充分发展 ,而关于地球密度的理论与

方法则显得比较薄弱。传统的司托克斯理论与莫洛

金斯基理论都是以回避地球密度分布为数学前提来

研究地球形状的 ,地球形状学几乎成了地球重力学

的同义词。伴随空间大地测量技术的迅速发展和地

球形状学理论的不断完善 ,地球形状不应该再是地

球重力学永远不变的理论主题 ,而关于地球整体密

度分布方式的板块运动、地幔对流、海底扩张等新问

题的出现 ,也要求地球重力学的研究重点从地球形

状转移到地球密度上来。

在地球重力学中 ,水准椭球是地球的理论模型。

所以 ,研究地球的密度问题 ,应该首先研究水准椭球

的密度问题。著名地球重力学家莫里茨指出 :“水准

椭球内任何合理的物质分布是不知道的 ,但水准椭

球的非均匀、非平衡的物质分布是一定存在的”;“试

图去求定一切可能的密度分布 ,这在目前仍是一种

科学幻想”[1 ]。

莫里茨的观点间接地说明了求解水准椭球密度

分布函数的难度 ,也许可以这样说 ,水准椭球密度分

布函数的求解问题 ,应该是地球重力学中目前最具
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数学魅力的难题之一。

2　“准等位条件”与“似水准椭球”

水准椭球有两个基本条件 ,一是要满足 1980大

地参考系统的基本常数 ( a , b , GM ,ω) ,二是要满足

表面重力等位条件。

索米里安推导出水准椭球表面重力的封闭公式

为

γ0 =
aγe cos2 B + bγp sin2 B

a2 cos2 B + b2 sin2 B
(1)

式中γe 与γp 为水准椭球赤道与极点重力值。式

中 :

γe =
GM
ab

{ 1 + m
6 ( e′- arctane′) - 2e′3

3[3 + e′2 ) arctane′- 3e′]
}

γp =
GM
a2 { 1 + m

6 (1 + e′2 ) ( e′- arctane′) - 2e′3

3[3 + e′2 ) arctane′- 3e′]
}

m =
ω2 a2 b

GM
, e′2 =

a2 - b2

b2 。

在文献[2 ]中 ,由作者推导出匀质椭球表面重力

的封闭公式为

g0 =
a2 g2

e cos2 B + b2 g2
p sin2 B

a2 cos2 B + b2 sin2 B
(2)

式中 ge 与 gp 为匀质椭球赤道与极点重力值。式

中 :

ge =
GM
ab

3
2e′2

1 + e′2

e′
arctane′- 1 - m

gp =
GM
a2

3 (1 + e′2 )
e′2

1 -
arctane′

e′

图 1　匀质椭球与水准椭球的重力比较

Fig. 1 　Comparison between the gravities of density el2
lipsoid and level ellipsoid

由图 1可见 ,不论是水准椭球还是匀质椭球 ,其

表面重力都只是纬度的函数、且基本上可近似为纬

度的线形函数。此外 ,当分层旋转椭球的密度分布

发生变化时 ,椭球表面的重力曲线只能围绕“重力聚

点”旋转[3 ]。所以 ,对于常数 ( a , b , GM ,ω)相同 ,但

密度分布不同的旋转椭球来说 ,只要满足椭球极点

和赤道两点的重力等位条件 ,就能够近似满足椭球

表面的重力等位条件。因此 ,我们把极点和赤道“两

点等位条件”,称为“准等位条件”;把满足常数 ( a , b ,

GM ,ω)和“准等位条件”的旋转椭球 ,称为“似水准

椭球”。以 ( a , b , GM ,ω)为基本常数的匀质椭球不

满足等位条件 ,也不满足“准等位条件”。对匀质椭

球内的密度进行质量不变的调整 ,使之满足等位、或

“准等位”条件 ,这应该是我们研究水准椭球密度分

布问题的基本方法。“准等位条件”是等位条件的一

种近似 ,“似水准椭球”就是水准椭球的一种近似 ,但

研究“准等位条件”和“似水准椭球”,要比研究等位

条件和水准椭球简单得多。

3　“匀质分层”模式的似水准椭球

由文献[4 ]可知 ,参数椭球由“匀质分层”的双层

椭球构成。参见图 2 ,δi 为内密度参数 ,δe 为外密度

参数 , n为界面深度参数。外椭球的长、短半径分别

为 a和 b ,内椭球的长、短半径分别为 an = na、bn =

nb,0 < n < 1。

图 2　匀质分层

Fig. 2　Density layered

由于参数椭球的总质量 M是不变的 ,对于不加

约束条件的参数椭球来说 ,δi、δe 和 n这 3个参数只

有两个是独立的 ,三者应满足以下函数关系[3 ] :

δi =
1
n3 (δ0 -δe) +δe (3)

由文献[5 ]可知 ,如果用“准等位条件”来约束参

数椭球 ,δi、δe 和 n 这 3 个参数只有一个是独立的 ,

除了以上δi、δe 和 n的函数关系外 ,δi 和 n还要满足

以下函数关系 :

δi =
δ0

n3 - (1 - n3

n3 ) ×

δ0 E″a -
ω2 e′3 n3

2πG(1 + e′2 )
-

2bδ0

a(1 +β) E′b

2b
a (1 +β)

( n3 E′- E′b) - ( n3 E″- E″a)
(4)

式中 :

δ0 =
3 M

4πa2 b
,β=
γp -γe

γe
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E′= e′- arctane′, E″= arctane′-
e′

1 + e′2

E′b = e″b - arctane″b , E″a = arctane″a -
e″a

1 + e″2a

e″a =
nbe′

n2 b2 + ca

, e″b =
nbe′

n2 b2 + cb

ca =
1
2

[ ( n2 a2 + n2 b2 - a2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 - a2 ) ]

cb =
1
2

[ ( n2 a2 + n2 b2 - b2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 - b2 ) ]

把参数椭球当成地球模型 ,于是 ,地球的平均半

径为 6 371 km、地核的平均半径为 3 473 km ,将地

壳并入地幔 ,则可算得核幔边界的深度参数为 n =

0 . 544 872。将 n 代入 ( 4 ) 式 ,可算得δi = 13 . 287

gcm - 3。再将 n和δi 代入 (3)式 ,可算得δe = 4 . 018

gcm - 3。所以 ,“匀质分层”模式的“似水准椭球”的

密度分布形式为 :

n = 0 . 544 872 ,δe = 4 . 018 ,δi = 13 . 287 gcm - 3 (5)

4　“整体纬向”模式的似水准椭球

为了研究水准椭球密度按纬度分布的函数 ,作

者在文献[6 ]中提出了“纬向密度”概念 :旋转椭球的

向径可由地心纬度确定 ,定义该向径上所有点密度

的平均值 ,为旋转椭球在该纬度的“纬向密度”,参见

图 3。

图 3　整体纬向

Fig. 3　Total latitudinal

参见文献[7 ] ,设极点和赤道的“纬向密度”分别

为δP 和δE ,则旋转椭球纬向密度的函数为 :

δ(φ) =δE (co s2φ+κsin2φ) ,κ=δP /δE (6)

为了求解 (6)式中的δE 和κ的数值 ,以“准等位

条件”约束椭球 ,这时 ,极点重力的纬向密度积分公

式为[7 ] :

γP = 2πGδE∫
π
2

0

cosΨsinΨ[δ极 (Ψ, r0 ) -

δ极 (Ψ,0) dΨ (7)

式中 : r0 =
2b(1 + e′2 ) cosΨ

1 + e′2 cos2Ψ

δ极 (Ψ, r) = ( sin2Ψ +κco s2Ψ) r + bsin2Ψ ( 1 -κ) ×

[cosΨln ( r2 - 2brcosΨ+ b2 ) +

cos2Ψ
sinΨ arctan

r - bcosΨ
bsinΨ ]

在“准等位条件”的约束下 ,赤道重力的纬向密

度积分公式为[7 ] :

γe + aω2 = 2πGδE∫
π
2

0

co sΨsinΨ[δE (Ψ, r′0 ) -

δ赤 (Ψ,0) ]dΨ (8)

式中 : r′0 =
2 acosΨ

1 + 0 . 499 52e′2 sin2Ψ

δ赤 (Ψ, r) = (κsin2Ψ + cos2Ψ) r + asin2Ψ (κ- 1) ×

[cosΨln ( r2 - 2 arcosΨ+ a2 ) +

cos2Ψ
sinΨ

arctan
r - acosΨ

asinΨ
]

联立 (7) 、(8)两式 ,便可求解出δE 和κ的数值 ,

再代入 (6)式 ,则“似水准椭球”的纬向密度分布函数

为 :

δ(φ) = 5 . 496 247cos2φ+ 5 . 539 862sin2φ (9)

5　“内匀外纬”模式的似水准椭球

第三种“似水准椭球”的模式为“内匀外纬”(见

图 4) 。“内匀外纬”模式是“匀质分层”模式和“整体

纬向”模式的结合。

由文献[8 ]可知 ,设地幔平均密度为δe = 4 . 658

gcm - 3 ,则由 (3)式可算得地核椭球的匀质密度为δi

= 9 . 968 gcm - 3。“内匀外纬”模式的界面深度参数

与“匀质分层”模式的相同 , n = 0 . 544 872。

作为参数椭球的内椭球 ,地核椭球在地球椭球

表面的引力为[8 ] :

vi = [ ( P2
3 a4 cos2 B + Q2

3 b4 sin2 B) / ( a2 cos2 B +

b2 sin2 B) ]
1
2 (10)

式中 :

P3 = 2πGδi
1 + e′2

e′3
(arctane″c -

e″c
1 + e″2c

) , Q3 =

4πGδi
1 + e′2

e′3
( e″c - arctane″c)

2c = ( n2 a2 + n2 b2 -ρ2 ) 2 + 4 n2 a2 b2 (1 - n2 ) -

( n2 a2 + n2 b2 -ρ2 )

e″c =
bne′

n2 b2 + c
,

ρ2 = ( a4 co s2 B + b4 sin2 B) / ( a2 cos2 B + b2 sin2 B)

74

© 1995-2006 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



大地测量与地球动力学 25卷

图 4　内匀外纬

Fig. 4　Inside density dist ributed along latitude

将δi = 9 . 968和 n = 0 . 544 872 代入上式 ,便可

求得匀质地核椭球在地球赤道 ( B = 0°)与极点 ( B =

90°)的引力分别为 :

v赤i = 286 . 549 965 , v极i = 287 . 963 478 cms - 2 (11)

与 (6)式相似 ,设地幔极点和赤道的“纬向密度”分别

为δ′P 和δ′E ,则地幔纬向密度的函数形式为[8 ] :

δe (φ) =δ′E (co s2φ+κ′sin2φ) ,κ′=δ′P /δ′E (12)

为了求解 (12)式中的δ′E 和κ′的数值 ,以“准等

位条件”约束椭球 ,这时 ,极点地幔重力的纬向密度

积分公式为[8 ] :

γP - v极i
2πG

=δ′E{∫
Ψ1

0

cosΨsinΨ[δ极 (Ψ, r″1 ) -

δ极 (Ψ,0) +δ极 (Ψ, r0 ) - δ极 (Ψ, r′1 ) ]dΨ +

∫
π
2

Ψ1

cosΨsinΨ[δ极 (Ψ, r0 ) - δ极 (Ψ,0) dΨ} ,

Ψ1 = 33 . 103 894 218 564° (13)

其中 : r0 =
2b(1 + e′2 ) co sΨ

1 + e′2 cos2Ψ

r′1 =

a2 cosΨ+ a a2 cos2Ψ - b2 (1 - n2 ) (1 + e′2 co s2Ψ
b (1 + e′2 cos2Ψ)

r″1 =

a2 cosΨ - a a2 cos2Ψ - b2 (1 - n2 ) (1 + e′2 co s2Ψ
b (1 + e′2 cos2Ψ)

δ极 (Ψ, r) = ( sin2Ψ +κ′cos2Ψ) r + bsin2Ψ(1 -κ′) ×

[cosΨln ( r2 - 2brcosΨ+ b2 ) +

cos2Ψ
sinΨ arctan

r - bcosΨ
bsinΨ ]

在“准等位条件”的约束下 ,赤道地幔重力的纬

向密度积分公式为[8 ] :

γe + aω2 - v赤i
2πG

=δ′E{∫
Ψ2

0

cosΨsinΨ[δ赤 (Ψ, r″1 ) -

δ赤 (Ψ,0) +δ赤 (Ψ, r0 ) - δ赤 (Ψ, r′1 ) ]dΨ +

∫
π
2

Ψ2

cosΨsinΨ[δ赤 (Ψ, r0 ) - δ赤 (Ψ,0) dΨ} ,

Ψ2 = 32 . 971 932 236 798° (14)

式中 : r0 =
2 acosΨ

1 + e′2 sin2Ψsin2λ
, sin2λ= 0 . 499 628

r′1 =

acosΨ+ a co s2Ψ - (1 - n2 ) (1 + e′2 sin2Ψsin2λ)
1 + e′2 sin2Ψsin2λ

r″1 =

acosΨ - a co s2Ψ - (1 - n2 ) (1 + e′2 sin2Ψsin2λ)
1 + e′2 sin2Ψsin2λ

δ赤 (Ψ, r) = (κ′sin2Ψ + co s2Ψ) r + asin2Ψ(κ′ - 1) ×

[co sΨln ( r2 - 2 arcosΨ+ a2 ) +

cos2Ψ
sinΨ arctan

r - acosΨ
asinΨ ]

联立 (13) 、(14)两式并顾及 (11) ,便可求解出

δ′E 和κ′的数值 ,再代入 (12)式 ,则“内匀外纬”的“似

水准椭球”的密度分布方式为 :

δe (φ) = 4 . 650 852 cos2φ+ 4 . 666 229sin2φgcm - 3

(15)

其中 : n = 0 . 544 872 ,δi = 9 . 968 gcm - 3。

从形式上看 ,“内匀外纬”的“似水准椭球”,应该

比“匀质分层”和“整体纬向”的“似水准椭球”更接近

地球的实际情况。

6　讨论

虽然“水准椭球非均匀的物质分布是一定存在

的”,但水准椭球非均匀的物质分布在数学上并不是

惟一的。由哈密顿原理可知 :若 T为系统的动能、S

为系统的势能 ,则 L = T - S 为系统的拉格朗日函

数 ,如果系统从时间 t1 到时间 t2 ,相对系统的可能

运动而言 ,系统“真实”运动的哈密顿积分具有极小

值 ,即

H =∫
t2

t1

L d t = min (16)

　　本文给出的“似水准椭球”的 3 种密度分布方

式 ,只是“似水准椭球”内部密度的几种“可能分布”,

为了进一步了解这几种可能的密度分布方式的“真

实性”,应该对与这几种密度分布相对应的拉格朗日

函数以及哈密顿积分进行深入的研究。
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(上接第 44页)地球曲率的影响所致。本文仅是初

步的正演分析结果 ,为今后利用震前、震后的地表形

变大地测量数据反演地下深部断层的错动状态和位

错参数提供理论依据。最近的研究结果表明 ,当利

用不同的地球模型做反演时 ,所反演的参数有很大

区别 (反演研究工作已经完成 ,将另文刊出) 。模拟

计算表明 ,利用分层球体模型可有效地反演出断层

位错参数 ,而球体均匀模型、半空间均匀模型反演的

结果有较大差异 ,尤其是确定地下断层的深度 ,反演

结果很不理想 ,说明分层球体模型可以有效地进行

同震地表变形的反演。
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