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Abstract　 In th is paper, fo rm u la of the level ellip so id’s no rm al density have been derived. T here2
fo re, the hypo thesis of la t itudinal no rm al distribu t ion of the Earth’s density is p resen ted.
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摘　要　本文推导了旋转椭球极点重力与赤道重力的密度积分公式。按照 1980 大地参考系统及

水准椭球的“极点重力条件”和“赤道重力条件”, 从数学上证明了地球的“赤道径向平均密度”大于

“极点径向平均密度”, 并给出了水准椭球纬向密度分布的估算公式; 进而提出了“地球的径向平均

密度按纬向正常分布”的假说。
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1　前言

研究地球形状和研究地球密度, 是地球重力学的两项基本任务。应用重力资料研究地球形

状的理论与方法已得到充分发展, 相比之下, 应用重力资料研究地球密度的理论与方法显得比

较薄弱。传统地球重力学与地球形状学密不可分, 但对“地球密度”却似有意疏远, 经典司托克

斯理论及莫洛金斯基理论均以回避地球密度分布为数学前提来研究地球形状。伴随空间大地

测量技术的迅速发展和地球形状学理论的日臻完善, 地球形状学对地球重力学理论研究新成

果的需求已有所淡化; 然而, 岩石圈密度、地幔粘度、地壳均衡、冰后回升、物质迁移、板块运动、

青藏高原隆起、地幔对流等地球科学中的“非地球形状问题”却要求地球重力学的理论研究在

“地球密度问题”上取得新进展。

由于水准椭球表面的重力接近大地水准面表面的重力, 据此可认为水准椭球的密度分布
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与地球的密度分布密切相关。因此, 研究水准椭球的密度分布也就成了研究地球密度分布的前

提。研究水准椭球密度的径向分布前人已有不少工作, 而应用地球重力学理论研究水准椭球密

度纬向分布的工作似还不够充分。“事实上, 水准椭球内任何合理的物质分布是不知道的, 但水

准椭球的非均匀、非平衡的物质分布是一定存在的”[ 1 ]。

本文作者不久前研究了重力测量纬度改正中的密度含义[ 2 ] , 预示水准椭球的密度与纬度

的内在联系, 并计算出匀质椭球与水准椭球的重力极差之差为 1. 135402 m ös2。本文推导了旋

转椭球极点重力与赤道重力的密度积分公式。按照 1980 大地参考系统及水准椭球的“极点重

力条件”和“赤道重力条件”, 从数学上证明了地球的“赤道径向平均密度”大于“极点径向平均

密度”, 并给出了水准椭球纬向密度分布的估算公式; 进而提出了“地球的径向平均密度按纬向

正常分布”的假说。按照这一假说, 地球的纬向密度分布向赤道收缩, 纬度越高, 密度越小。

2　水准椭球径向平均密度的纬向分布形式

由物理大地测量学可知, 水准椭球可由两部分构成;“内体”为“麦克劳林椭球”,“外层”为

形状与“麦克劳林椭球”的外形完全重合的“单层质面”。“麦克劳林椭球”为匀质椭球, 但为了满

足水准椭球表面重力位相等的条件,“麦克劳林椭球”的质量与自转角速度需满足以下关系[ 4 ]:

fM 麦=
2Ξ2a3e′3

3[ (3+ e′2) a rctane′- 3e′] 1+ e′2

将 1980 大地参考系统中的常数 (a、b、Ξ) 代入上式进行计算, 所得出的“麦克劳林椭球”的

质量M 麦 大于 1980 大地参考系统中的M , 为了满足斯托克司定理, 水准椭球的“外层”除了应

满足其表面引力位为常量外, 还应保证其“负质量”恰好抵消“内体”多余的质量。能够满足这两

个要求的“单层质面”的面密度是非匀质的, 其公式为[ 4 ]

Λ=
(M - M 麦) a2co s2B + b2 sin2B

4Πa2b

令B = 90°、B = 0°, 得“单层质面”的极点面密度和赤道面密度为

ΛP =
(M - M 麦)

4Πa2

ΛE =
(M - M 麦)

4Πab

(M - M 麦) 2
a

2= Λ2
E (4Πa

2
b) 2

(M - M 麦) 2
b

2= Λ2
P (4Πa

2
b) 2

得 Λ= Λ(B ) = Λ2
E co s2B + Λ2

P sin2B (1)

因“麦克劳林椭球”为匀质椭球, 故设水准椭球的径向平均密度的纬向分布形式, 继承“单

层面质”的面密度的分布形式, 故由上式可得

∆= ∆(B ) = ∆2
E co s2B + ∆2

P sin2B (2)

式中 ∆为径向平均密度, 指的是椭球某一向径上各点的体密度的平均值。∆P 和 ∆E 是两个

待定常数, 分别为水准椭球极点处的径向平均密度和赤道点处的径向平均密度, B 为旋转椭球

的地理纬度。若 u 为旋转椭球归化纬度的余角, 则

∆= ∆2
E co s2B + ∆2

P sin2B =
∆2

E b2 sin2u+ ∆2
P a2co s2u

b2 sin2u+ a2co s2u
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令　e∆=
∆P

∆E
, 则 ∆= ∆E co s2B + e2

∆sin2B = ∆E
b2 sin2u+ e2

∆a
2co s2u

b2 sin2u+ a2co s2u

令　x = co su , 则 ∆= ∆(co su ) = ∆(x ) = ∆E ∆u
x , ∆u

x =
b2 (1- x 2) + a2e2

∆x
2

b2 (1- x 2) + a2x 2 (3)

令　y = sinu , 则 ∆= ∆(sinu ) = ∆(y ) = ∆E ∆u
y , ∆u

y =
b2y 2+ a2e2

∆ (1- y 2)
b2y 2+ a2 (1- y 2)

(4)

3　极点重力的密度积分公式

因旋转椭球极点处的离心力为零, 故水准椭球极点的重力等于引力。

图 1　

参见图 1, 设直角坐标系 P - ΦΓΦ以椭球南极为原

点, 球坐标 P - rΩΚ以椭球南极为原点, 以短轴向为极

轴。

坐标换算关系为

Ν= rsinΩco sΚ, 　Γ= rsinΩsinΚ, 　Φ= rco sΩ
两坐标系下的椭球面方程为

Ν2+ Γ2

a2 +
Φ2

b2 -
2Φ
b

= 0

r1=
2b (1+ e′2) co sΩ

1+ e′2co s2Ω
若 r 为南极点到椭球内流动质元的距离, 则南极点

引力 (重力)为

　　Χp = f∫Σ
∆

Φ
3
r dΣ= f∫Σ

∆
Φ
3
r r2 sinΩdΩdΚd r = f∫

2Π

0
dΚ∫

Π
2

0
∆co sΩsinΩdΩ∫

r1

0
d r

　　Χp = 4Πf b (1 + e′2)∫
Π
2

0
∆ co s2ΩsinΩ

1 + e′2co s2ΩdΩ (5)

椭圆参数方程为

X = a sinu , 　Y = bco su

式中 u 为椭球表面点的归化纬度的余角。

设北半椭球的 u 为顺时针, 　 tanΩ=
X

b + Y
=

a
b

õ sinu
(1 + co su )

dΩ=
a
b

õ co s2Ω
(1 + co su ) du

设南半椭球的 u 为逆时针, 则　 tanΩ=
X

b - Y
=

a
b

õ sinu
(1 - co su )

dΩ=
a
b

õ co s2Ω
(1 - co su ) du

代入式 (5) 得

Χp = 4Πf a (1 + e
′2) (∫

Π
2

0

∆ co s2ΩsinΩ
(1 + e

′2co s2Ω) õ co s2Ω
(1 + co su) du +∫

Π
2

0

∆ co s2ΩsinΩ
(1 + e

′2co s2Ω) õ co s2Ω
(1 - co su) du) (6)

北半椭球: 　　 co s4ΩsinΩ
1 + e′2co s2Ω=

a
b

õ 1
(1 + tan2Ω+ e′2) õ 1

(1 + tan2Ω)
3
2

õ sinu
(1 + co su )
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1
(1 + tan2Ω+ e′2) =

1 + co su
2 (1 + e′2) ,

1

(1 + tan2Ω)
3
2

=
(1 + co su ) 3

(e′2 sin2u + 2co su + 2)
3
2

南半椭球: 　　 co s4ΩsinΩ
1 + e′2co s2Ω=

a
b

õ 1
(1 + tan2Ω+ e′2) õ 1

(1 + tan2Ω)
3
2

õ sinu
(1 - co su )

1
(1 + tan2Ω+ e′2) =

1 - co su
2 (1 + e′2) ,

1

(1 + tan2Ω)
3
2

=
(1 - co su ) 3

(e′2 sin2u - 2co su + 2)
3
2

代入式 (6) 得:

Χp = 2Πf b (1 + e′2) (∫
Π
2

0
∆ (1 + co su ) 2 sinu

(e′2 sin2u + 2co su + 2)
3
2
du +

∫
Π
2

0
∆ (1 - co su ) 2 sinu

(e′2 sin2u - 2co su + 2)
3
2
du ) (7)

令 x = co su , 则

Χp = 2Πf b (1 + e′2) (∫
1

0
∆ (1 + x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) + 2x + 2 ]
3
2

+

∫
1

0
∆ (1 - x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) - 2x + 2 ]
3
2

) (8)

将式 (3) 代入, 得“极点重力的密度积分公式”为

Χp = 2Πf b (1 + e′2) ∆E (∫
1

0

∆u
x (1 + x ) 2

[e′2 (1 - x 2) + 2x + 2 ]
3
2
dx +

∫
1

0

∆u
x (1 - x ) 2

[e′2 (1 - x 2) - 2x + 2 ]
3
2
dx ) (9)

4　 赤道重力的密度积分公式

图 2　

参见图 2, 设直角坐标系 E - ΝΓΦ以椭球东赤道

为原点, Φ轴与椭球长轴重合, 球坐标E - rΩΚ以椭球

东赤道为原点、长轴为极轴、Ω为极距, Κ为南北向的

广义经度。

坐标换算关系为

Ν= rsinΩco sΚ, Γ= rsinΩsinΚ, Φ= rco sΩ
两坐标系下的椭球面方程为

Ν2 + Φ2

a2 +
Γ2

b2 -
2Φ
a

= 0

r1 =
2aco sΩ
e′2 sin2Ωõ 1

co s2Κ-
1 + e′2 sin2Ω

e′2 sin2Ω
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若 r 为东赤道原点到椭球内流动质元的距离, 则东赤道原点的引力为

Χe + Ξ2a = f∫Σ
∆

Φ
3
r dΣ= f∫Σ

∆
Φ
3
r r2 sinΩdΩdΚd r = f∫

Π
2

0
∆co sΩsinΩdΩ∫

2Π

0
dΚ∫

r1

0
d r

令　 A = A (Ω) =
1 + e′2 sin2Ω

e′2 sin2Ω

可见　 A > 1　则　r1 =
2aco sΩ
e′2 sin2Ωõ 1

co s2Κ- A

故　 Χe + Ξ2a =
2af
e′2∫

Π
2

0
∆co sΩco tΩdΩ∫

2Π

0

1
co s2Κ- A

dΚ (10)

应用复变函数方法可计算出式中定积分为

∫
2Π

0

1
co s2Κ- A

dΚ=
2Π

A 2 - A
=

2Πe′2 sin2Ω
1 + e′2 sin2Ω

代入式 (10) 得

Χe + Ξ2a = 4Πf a∫
Π
2

0
∆ co s2ΩsinΩdΩ

1 + e′2 sin2Ω
= F 西

e + F 东
e (11)

椭圆参数方程　　　　　　X = a sinu

Y = bco su , 　u 为归化余纬

(1) 西半椭球:

tanΩ=
Y

a + X
=

b
a

õ co su
(1 + sinu ) , 　dΩ= -

b
a

õ co s2Ω
(1 + sinu ) du

代入式 (11) 得

F 西
e = 4Πf a∫

Π
2

0
∆ co s2ΩsinΩ

1 + e′2 - e′2co s2Ω
(-

b
a

õ co s2Ω
(1 + sinu ) du )

co s4ΩsinΩ=
b
a

õ 1

(1 + tan2Ω)
5
2

õ co su
(1 + sinu )

F 西
e = 4Πf

b2

a∫
Π
2

0
∆

A
5
2
西

1 + e′2 - e′2A 西

õ co su
(1 + sinu ) 2du (12)

式中　 A 西 =
1

1 + tan2Ω= co s2Ω

1 + tan2Ω= 1 +
co s2u

(1 + e′2) (1 + sinu ) 2 =
(1 + sinu ) 2 + co s2u + e′2 (1 + sinu ) 2

(1 + e′2) (1 + sinu ) 2

A 西 =
(1 + e′2) (1 + sinu )
2 + e′2 (1 + sinu )

(2) 东半椭球:

tanΩ=
Y

a - X
=

b
a

õ co su
(1 - sinu ) , 　dΩ=

b
a

õ co s2Ω
(1 - sinu ) du

代入 (11) 得

F 东
e = 4Πf a∫

Π
2

0
∆ co s2ΩsinΩ

1 + e′2 - e′2co s2Ω
õ b

a
õ co s2Ω

(1 - sinu ) du
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co s4ΩsinΩ=
b
a

õ 1

(1 + tan2Ω)
5
2

õ co su
(1 - sinu )

F 东
e = 4Πf

b2

a∫
Π
2

0
∆

A
5
2
东

1 + e′2 - e′2A 东

õ co su
(1 - sinu ) 2du (13)

式中　 A 东 =
1

1 + tan2Ω= co s2Ω

1 + tan2Ω= 1 +
co s2u

(1 + e′2) (1 - sinu ) 2 =
(1 - sinu ) 2 + co s2u + e′2 (1 - sinu ) 2

(1 + e′2) (1 - sinu ) 2 ,

A 东 =
(1 + e′2) (1 - sinu )
2 + e′2 (1 - sinu )

令 y = sinu , 由式 (12) 和 (13) 分别可得

F 西
e = 4Πf

b2

a∫
1

0
∆

A
5
2
西

1 + e′2 - e′2A 西

õ dy
(1 + y ) 2

A 西 =
(1 + e′2) (1 + y )
2 + e′2 (1 + y )

(14)

F 东
e = 4Πf

b2

a∫
1

0
∆

A
5
2
东

1 + e′2 - e′2A 东

õ dy
(1 - y ) 2

A 东 =
(1 + e′2) (1 - y )
2 + e′2 (1 - y )

(15)

将式 (14)、(15) 和 (4) 代入 (11) , 得“赤道重力的密度积分公式”为

Χe = 4Πf
b2

a
∆E (∫

1

0

(A 西)
5
2 ∆u

y dy

(1 + y ) 2 1 + e′2 - e′2A 西

+

∫
1

0

(A 东)
5
2 ∆u

y dy

(1 - y ) 2 1 + e′2 - e′2A 东

) - Ξ2a (16)

5　 联立方程确定待定常数

为了确定式 (16) 中的待定常数 ∆P 和 ∆E , 将“极点重力的密度积分公式”式 (9) 和“赤道重

力的密度积分公式”式 (16) 联立, 得

a (Χe + Ξ2a)
2b

(∫
1

0

∆u
x (1 + x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) + 2x + 2 ]
3
2

+∫
1

0

∆u
x (1 - x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) - 2x + 2 ]
3
2

) =

Χp

1 + e′2
(∫

1

0

A
5
2
西

1 + e′2 - e′2A 西

∆u
y dy

(1 + y ) 2 +∫
1

0

A
5
2
东

1 + e′2 - e′2A 东

∆u
y dy

(1 - y ) 2 )

ΡE =
Χp

2Πf b (1 + e′2)
(∫

1

0

∆u
x (1 + x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) + 2x + 2 ]
3
2

+∫
1

0

∆u
x (1 - x ) 2dx

[e′2 (1 - x 2) - 2x + 2 ]
3
2

) - 1

数值积分方法解联立方程得

e2
∆ = 0. 993 797 92, ∆E = 5. 526 625 göcm 3
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6　 讨论

以上两常数之一为∆P 比∆E 的平方值, 故可算得∆P = 5. 509 460 göcm 3。将按照水准椭球的

“极点重力条件”和“赤道重力条件”所确定的两个密度常数 ∆P = 5. 509 460 göcm 3 和 ∆E = 5.

526 625 göcm 3 代入式 (2) 即为水准椭球纬向密度的估值公式。

在求解待定常数的数值计算过程中, 联立方程中的常数采用了 1980 大地参考系统中的 a

= 637 813 700 cm , b = 635 675 200 cm , Ξ= 7 292 115 × 10- 11 S- 1; 水准椭球的极点重力与赤

道重力值采用文献[2 ] 中的数值: Χp = 983. 218 637cm ös2, Χe = 978. 032 726 cm ös2。

在大地测量学中, 水准椭球是真实地球的数理模型, 水准椭球的密度分布与地球的密度分

布密切相关。本文的“纬向密度分布”是采用“正演方法”得到的, 故不涉及“反演方法”中的非唯

一性问题。当然, 这个模型只是本文前言中莫里茨所说的水准椭球内的那种“合理的”物质分

布, 而不是唯一的物质分布。这种对水准椭球来说的“合理性”对真实地球是否合理, 则有待进

一步研究来证实。

在本文的写作过程中, 作者得到了张赤军研究员和汪汉胜副研究员的帮助, 在此表示衷心

感谢!
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